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Un réseau électrique est constitué d’un ensemble de nœuds reliés par des lignes. L’effet
Joule rend non conservatif le transport de l’électricité des nœuds de production aux nœuds
de consommation à travers les lignes. L’optimisation des flux de puissance, en anglais Opti-
mal Power Flow (OPF), consiste à déterminer un état du réseau (tension et injections aux
nœuds, transits sur les lignes) permettant de satisfaire la demande aux nœuds tout en mi-
nimisant un certain critére. Dans ce travail une nouvelle approche permettant de résoudre à
l’optimum global l’OPF est introduite. Cette approche consiste à construire une reformulation
quadratique [1] de l’OPF en utilisant une relaxation issue de l’état de l’art [4].

1 Formulation de l’OPF et relaxation semi-définie positive
L’OPF s’exprime comme un problème hermitien [5] dont les variables v ∈ Cn sont les tensions

aux n nœuds du réseau électrique. Il est possible de plonger v dans R2n en introduisant les
variables réelles x tel que xt = [ vt+v̄t

2 ; vt−v̄t

2i ] qui représentent les parties réelles et imaginaires
des tensions. L’OPF se modélise alors comme un programme quadratique non convexe en
variables réelles, avec ∀k ∈ {0, . . . , m}, Ak ∈M2n(R) :

(OPF )
{

min
x∈R2n

f0(x) = xtA0x

s.t. fk(x) = xtAkx ≤ ak k = 1, . . . , m

En introduisant la matrice variable Y = xxt, (OPF ) se reformule ainsi :

(RSDP )


min

Y ∈M2n(R)
〈A0, Y 〉

s.t. 〈Ak, Y 〉 ≤ ak k = 1, . . . , m

Y � 0, rg(Y ) = 1

Une relaxation semi définie positive convexe (RSDP ), appelée relaxation du rang, s’obtient
en éliminant la contrainte non convexe rg(Y ) = 1.

2 Algorithme de résolution de l’OPF
Pour résoudre (OPF ), nous en construisons dans un premier temps une reformulation qua-

dratique à partir de la résolution de (RSDP ). Dans un second temps nous résolvons cette
reformulation dans un algorithme de branch-and-bound ayant comme borne à la racine la va-
leur de (RSDP ) qui est de bonne qualité pour le problème de l’OPF [3].



Pour reformuler (OPF ), nous intoduisons une matrice S � 0 et la fonction suivante :

f0,S(x, Y ) = xtSx + 〈A0 − S, Y 〉

Il est clair que si Y = xxt, f0,S(x, Y ) est égal à f0(x). En remplaçant dans (OPF ), f0(x) par
f0,S(x, Y ), et ∀k = 1, . . . , m, fk(x) par Fk(Y ) = 〈Ak, Y 〉, et en ajoutant la contrainte Y = xxt,
nous obtenons la reformulation équivalente à (OPF ), notée (OPFS) :

(OPFS)


min

x∈R2n,Y ∈M2n(R)
f0,S(x, Y ) = xtSx + 〈A0 − S, Y 〉

s.t. Fk(Y ) = 〈Ak, Y 〉 ≤ ak k = 1, . . . , m

Y = xxt (1)

Pour résoudre (OPFS) nous utilisons un algorithme de branch-and-bound où les bornes
inférieures calculées en chaque nœud sont obtenues en relâchant les seules contraintes non
convexes (1), et en ajoutant les inégalités de McCormick [6].

La borne obtenue au nœud racine dépend de la matrice S choisie pour construire la refor-
mulation. Nous montrons qu’une matrice S∗ issue de la solution optimale duale de (RSDP )
donne une reformulation (OPFS∗) optimale, au sens où la borne inférieure au nœud racine est
maximale. De plus, cette borne a même valeur que (RSDP ) ce qui nous permet de démarrer
le branch-and-bound avec une borne inférieure de bonne qualité.

Finalement, nous proposons l’algorithme suivant pour la résolution de l’OPF :

Algorithm 1 Algorithme de résolution de l’OPF
1) Résolution de (RSDP )
2) Construction de (OPFS∗) grâce à la solution optimale duale de (RSDP )
3) Résolution de (OPFS∗) par un branch-and-bound

3 Conclusion
Nous proposons une nouvelle méthode de résolution exacte de l’OPF s’appuyant sur une re-

formulation quadratique obtenue à partir de la résolution de la relaxation du rang. L’algorithme
résout des instances allant jusqu’à des tailles réalistes (1354 nœuds/1991 lignes). Nous présen-
tons les résultats de notre algorithme sur ces instances, ainsi que ceux obtenus avec les solveurs
Couenne [2] et Baron [7]. Ces résultats montrent l’aspect prometteur de notre approche.
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