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1 Introduction

Dans le cadre des problèmes d’ordonnancement d’un ensemble J de n tâches sur m ma-
chines, les graphes d’intervalle permettent de représenter les interactions entre les différentes
tâches exécutées sur plusieurs machines. Considérons un ordonnancement des tâches sur les
m machines. Le graphe induit associé est défini par G = (J, E) où il existe une arête entre
j1, j2 ∈ J si et seulement si les deux tâches s’exécutent en même temps.
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(b) Le sous-graphe associé

La figure 1a montre un ordonnancement valide et la figure 1b montre le sous graphe induit
associé.

Pour qu’un ordonnancement soit réalisable, il est nécessaire que le graphe induit soit un
graphe d’intervalle et qu’il ne contienne pas de clique de taille supérieure ou égale à m+1.

Nous nous intéressons donc au problème consistant à déterminer si un graphe est d’intervalle
et sans clique de taille m + 1.

2 Polytope du sous-graphe d’intervalle
sans clique de taille m + 1

Soit I := {I ⊆ E | G[I]} l’ensemble des ensembles d’arêtes induisant un graphe d’intervalle
sans clique de taille m+1. Le vecteur zI est appelé vecteur d’incidence associé à I. Nous
définissons le polytope associé à ce problème de la manière suivante :

PI(G, m) := conv{zI ∈ {0, 1}|E||I ∈ I} ,

Proposition 1 Polytope PI(G, m) est de pleine dimension.

La figure 2 montre les sous-graphes interdits assurant qu’un graphe est d’intervalle (cf. [1]).
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(a) Bipartite Claw

2

1

3 4 5 6
7

(b) Umbrella
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FIG. 2 – Sous-graphes interdits

Nous avons proposé des inégalités permettant de supprimer ces sous-graphes interdits. Pour
chacune de ces inégalités nous analysons leur aspect facial. Par exemple, pour le sous-graphe
Bipartite Claw nous définissons les sous-ensembles suivants :

— BC = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 5), (4, 7), (3, 6)}.
— BC

4
h = {(3, 5),(2, 6),(5, 4),(2, 7),(3, 7),(4, 6)}.

— BC4 = {(2, 3),(2, 4),(3, 4)},
— BCi = {(1, 5), (1, 6), (1, 7)}.

Si m = 2 alors la contrainte suivante est valide et définit une facette pour PI(G, m).∑
e∈BC

ze ≤ 5. (1)

Par contre, si m ≥ 3 alors la contrainte suivante est valide et définit une facette pour
PI(G, m).∑

e∈BC

2ze −
∑

e∈BC
4
h∪BC4

ze − 2
∑

e∈BCi

ze ≤ 10 (2)

Pour chacune de ces contraintes nous proposons plusieurs séparations, exactes et heuris-
tiques. Nous finissons par comparer les performances de chaque contrainte sur le problème
d’ordonnancement sur plusieurs machines avec contraintes disjonctives.
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